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Re´sume´
Dans cet article, nous de´montrons que sur les varie´te´s rieman-
niennes de dimension n ve´rifiant Ric ≥ (n − 1)g et pour k dans
{1, . . . , n+1}, la kevaleur propre du laplacien est proche de n si
et seulement si la varie´te´ contient une partie Gromov-Hausdorff
proche de la sphe`re Sk−1. Pour k = n+1, nous obtenons une nou-
velle preuve des re´sultats de Petersen et Colding qui montrent
que pour de telles varie´te´s, la (n + 1)evaleur propre est proche
de n si et seulement si la varie´te´ est Gromov-Hausdorff proche
de la sphe`re de dimension n.
Abstract
We show that for n-dimensional manifolds with Ric ≥ (n −
1)g and for k in {1, . . . , n+1}, the k-th eigenvalue for the Lapla-
cian is close to n if and only if the manifold contains a sub-
set which is Gromov-Hausdorff close to the sphere Sk−1. For
k = n + 1, this gives a new proof of results of Colding and
Petersen which show that the (n + 1)-th eigenvalue is close to
n if and only if the manifold is Gromov-Hausdorff close to the
n-sphere.
Introduction
Dans cet article, nous conside´rons les varie´te´s riemanniennnes connexes,
compactes (M,g) de dimension n dont la courbure de Ricci ve´rifie l’ine´galite´
Ric ≥ (n − 1)g. On note Mn l’ensemble (des classes d’isome´trie) de ces
varie´te´s. Sur Mn , la sphe`re canonique (Sn, gcan) re´alise l’extre´mum de
plusieurs invariants riemanniens.
∗Soutenu par la requeˆte 20-101469 du FNRS
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The´ore`me 0.1 ([15, 3, 14, 5, 16]) Tout e´le´ment (M,g) de Mn ve´rifie
diam (M) ≤ π,
vol (M) ≤ vol (Sn),
λ1(M) ≥ n,
ou` λ1(M) de´signe la premie`re valeur propre (non nulle) du laplacien de
(M,g) agissant sur les fonctions. De plus, dans chaque ine´galite´, l’e´galite´
n’a lieu que si la varie´te´ (M,g) est isome´trique a` la sphe`re canonique.
L’objet de cet article est de caracte´riser les varie´te´s appartenant a` Mn
dont le de´but du spectre est presque minimal (c’est a` dire proche de n). De
nombreux auteurs se sont inte´resse´s a` cette question de la presque e´galite´
(aussi appele´e pincement) pour des invariants riemanniens comme le volume
ou le diame`tre. Nous rappelons ci-dessous quelques-uns de ces re´sultats, qui
ont plus particulie`rement motive´ ce travail. Le premier d’entre eux est que
la premie`re valeur propre (non nulle) du laplacien d’un e´le´ment de Mn est
proche de n si et seulement si le diame`tre de cette varie´te´ est proche de π
(la condition ne´cessaire est due a` S.Y. Cheng [5], la condition suffisante a`
C. Croke [8]). Plus pre´cise´ment, l’e´quivalence est la suivante :
The´ore`me 0.2 ([5, 8]) Pour tout re´el positif ǫ, il existe un re´el positif η
tel que tout e´le´ment (M,g) de Mn pour lequel diam (M) > π − η (respec-
tivement λ1(M) < n+η), ve´rifie λ1(M) < n+ǫ (respectivement diam (M) >
π − ǫ).
Dans la suite, nous e´crirons simplement « est proche de » pour ce type
d’e´quivalence.
En 1996, T. Colding a de´montre´ des re´sultats de pincement faisant in-
tervenir la distance de Gromov-Hausdorff (nous renvoyons a` [11] pour la
de´finition de cette distance) :
The´ore`me 0.3 ([7, 6]) Pour tout e´le´ment (M,g) de Mn , les proprie´te´s
suivantes sont e´quivalentes :
1) vol (M) est proche de vol (Sn),
2) rad (M) est proche de π,
3) dGH(M,S
n) est proche de 0,
ou` rad (M) est le plus petit rayon d’une boule recouvrant M et dGH
de´signe la distance de Gromov-Hausdorff.
Par la suite, P. Petersen a obtenu une nouvelle condition e´quivalente
faisant intervenir le spectre du laplacien. Rappelons que sur la sphe`re canon-
ique Sn, la premie`re valeur propre non nulle n est de multiplicite´ n+ 1.
The´ore`me 0.4 ([17]) Pour tout e´le´ment (M,g) de Mn , les conditions
suivantes sont e´quivalentes :
1) rad(M) est proche de π,
2) λn+1(M) est proche de n.
Pour e´noncer le re´sultat principal de cet article, nous avons besoin de la
de´finition suivante.
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De´finition 0.5 Soit (M,g) un e´le´ment de Mn , k un entier positif et η un
nombre re´el positif ou nul. La varie´te´ (M,g) ve´rifie la proprie´te´ Pk(η) s’il
existe k couples de points (x1, y1), . . . , (xk, yk) dans M
2 ve´rifiant pour tout
i dans {1, . . . , k},
d(xi, yi) > π − η,
et pour tout i, j distincts dans {1, . . . , k},∣∣∣d(xi, xj)− π
2
∣∣∣ < η.
Dans cet article, nous de´montrons le
The´ore`me 0.6 Soit k dans {1, . . . , n + 1}. Pour tout e´le´ment (M,g) de
Mn , les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1) λk(M) est proche de n,
2) (M,g) ve´rifie la proprie´te´ Pk(η) pour η proche de 0,
3) (M,g) contient une partie Ak telle que dGH(Ak,S
k−1) est proche de
0.
De plus, si la troisie`me proprie´te´ est satisfaite, alors la partie Ak ve´rifie
e´galement une proprie´te´ de « presque convexite´ ». Nous renvoyons a` la propo-
sition 4.5 pour plus de de´tails.
Lorsque k = 1, l’e´nonce´ du the´ore`me 0.6 se rame`ne a` celui du the´ore`me
0.2. Lorsque k = n+1, notre de´monstration fournit en particulier une nou-
velle preuve de la proprie´te´
λn+1(M) proche de n, implique dGH(M,S
n) proche de 0, (1)
autrement dit, on peut prendre An+1 = M dans l’e´nonce´ ci-dessus.
Sous les hypothe`ses du the´ore`me 0.4, P. Petersen montre e´galement que
l’application Φ = (f1,...,fn+1)√
f21+···+f2n+1
est une approximation de Gromov-Hausdorff
de M sur la sphe`re canonique, ou` les (fi)1≤i≤n+1 sont les fonctions propres
associe´es a` (λi(M))1≤i≤n+1 et normalise´es par analogie avec le cas de la
sphe`re. Une e´tape importante de la de´monstration de P. Petersen de l’im-
plication (1) est de prouver que l’application Φ est surjective. Pour cela P.
Petersen montre que le degre´ de Φ est non nul1. Dans notre cas, il n’y a pas
de raison pour que la partie Ak soit une varie´te´ de dimension k − 1 et donc
on ne peut pas appliquer un argument de degre´. Nous utilisons a` la place un
lemme de Toponogov L2 initialement introduit par T. Colding dans [7] mais
contrairement a` T. Colding nous ne fixons pas des conditions au bord pour
l’e´quation diffe´rentielle sous-jacente mais des conditions initiales de Cauchy.
Ceci nous permet d’obtenir une nouvelle preuve du re´sultat de C. Croke et
meˆme d’obtenir un lien pre´cis entre la fonction propre et les points a` distance
1P. Petersen a reconnu avoir commis une erreur dans sa de´monstration de la surjectivite´
[18], la preuve du the´ore`me 0.6 donne en particulier une preuve comple`te de la proprie´te´
(1)
3
presque π (voir la proposition 3.2). Le controˆle de la condition initiale sur
la de´rive´e est une conse´quence d’une estimation du gradient d’une fonction
propre due a` P. Li et S.T. Yau.
Cet article est organise´ de la manie`re suivante. Dans la deuxie`me sec-
tion, nous donnons les estimations sur les fonctions propres qui nous seront
ne´cessaires pour de´montrer le the´ore`me 0.6, nous pre´sentons e´galement le
lemme de Toponogov L2 (lemme 1.6) et l’utilisation que nous allons en faire.
Dans la troisie`me section, nous de´montrons qu’un e´le´ment de Mn ve´rifiant
la proprie´te´ Pk(η) pour η petit a ne´cessairement k valeurs propres proches de
n. La quatrie`me section est consacre´e a` la re´ciproque. Dans la dernie`re par-
tie nous montrons que la condition 1) implique la condition 3), la re´ciproque
e´tant imme´diate cela termine la preuve du the´ore`me 0.6.
1 Re´sultats pre´liminaires
Soit p ≥ 1 un nombre re´el et h appartenant a` Lp(M). On note
||h||Lp =
(
1
vol M
∫
M
hp dx
) 1
p
.
On utilisera la de´finition usuelle pour la norme L∞.
On notera τ(ǫ), r(ǫ), η(ǫ), etc . . . de manie`re ge´ne´rique, toute
quantite´ positive ne de´pendant que de ǫ et de la dimension n de
la varie´te´, dont la limite quand ǫ tend vers 0 est 0.
Enfin, toute fonction propre f de valeur propre proche de n sera nor-
malise´e par analogie avec le cas de la sphe`re, par
1
vol M
∫
M
f2 =
1
n+ 1
. (2)
Les fonctions propres de (Sn, gcan) associe´es a` la valeur propre n sont les
fonctions cos dx, avec x appartenant a` S
n et dx la fonction distance au point
x. En particulier, elles ve´rifient
cos2 dx + |∇ cos dx|2 = 1, (3)
1
vol (Sn)
∫
Sn
cos2 dx =
1
n+ 1
.
Sur une varie´te´ de Mn admettant des valeurs propres proches de n, on a
l’estimation suivante due a` P. Li :
Proposition 1.1 ([13]) Soit (Mn, g) une varie´te´ riemannienne compacte
de dimension n dont la courbure de Ricci ve´rifie Ric ≥ (n− 1)g. Soit f une
combinaison line´aire de fonctions propres du laplacien sur (M,g)
f =
k∑
i=1
aifi,
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avec k un entier non nul et ∆fi = λifi pour tout i dans {1, . . . , k}.
Supposons que pour tout i dans {1, . . . , k},
λi ≤ n+ ǫ
avec ǫ > 0, alors
||f2 + |df |2||L∞ ≤ (1 + τ(ǫ))(n + ǫ+1)||f ||2L2 ,
ou` τ(ǫ) est une fonction croissante ne de´pendant que de n et telle que
limǫ→0 τ(ǫ) = 0.
Remarque 1.2 En particulier si f est une fonction propre de valeur propre
non nulle λ ≤ n + ǫ et si 1vol M
∫
M f
2 = 1
n+1 , on obtient pour tout x dans
M ,
f2(x) + |df |2(x) ≤ 1 + τ(ǫ),
donc comme 1vol M
∫
M f
2 + |df |2 = λ+1
n+1 , on en de´duit que (3) est « stable »
pour la norme L1 :
1
vol M
∫
M
|f2 + |df |2 − 1| ≤ τ(ǫ).
D’autre part, si l’on suppose ǫ < 1 alors il existe une constante C(n) ne
de´pendant que de la dimension n de M , telle que
||f2 + |∇f |2||L∞ ≤ C(n), (4)
nous utiliserons implicitement cette proprie´te´ par la suite.
La preuve de ce type d’ine´galite´ est essentiellement classique, elle re-
pose sur une ine´galite´ de Sobolev et le proce´de´ d’ite´ration de Moser. Nous
renvoyons a` [10] et a` [2], lemme 1.4 pour une de´monstration dans ce cas
particulier. Une conse´quence de cette proposition est qu’un e´le´ment de Mn
admet au plus n+ 1 valeurs propres proches de n.
Corollaire 1.3 ([10]) Il existe une constante C(n) > 0 telle que pour tout
e´le´ment (M,g) de Mn ,
λn+2(M) ≥ n+ C(n).
Une autre proprie´te´ caracte´ristique des fonctions cos dx sur la sphe`re
(Sn, gcan) est qu’elles sont solutions de l’e´quation
Hess f + fgcan = 0.
Un re´sultat de M. Obata [16] montre que ce sont les seules solutions parmi
les fonctions re´gulie`res de´finies sur un e´le´ment (M,g) de Mn . Cependant, a`
l’aide de la formule de Bochner, on montre (voir par exemple [7], page 178)
la
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Proposition 1.4 Il existe une constante C(n) telle que tout e´le´ment (M,g)
de Mn pour lequel n ≤ λ1(M) ≤ n+ ǫ, ve´rifie l’ine´galite´
||Hess f + fg||L2 ≤ C(n) ǫ
1
2 ||f ||L2 ,
ou` f est une fonction propre associe´e a` λ1(M).
Remarque 1.5 Il existe des e´le´ments de Mn non home´omorphes a` la
sphe`re dont la premie`re valeur propre est arbitrairement proche de n (voir
par exemple [1]). Un re´sultat de S. Gallot ([9], lemme 3.1) implique alors
qu’on ne peut espe´rer obtenir une estimation similaire de Hess f + fg en
norme L∞.
Le lemme suivant permet de de´duire des informations ge´ome´triques de cette
ine´galite´ sur le hessien.
Lemme 1.6 ([4]) Soit (M,g) un e´le´ment de Mn . Il existe des constantes
ne de´pendant que de n note´es C(n) et C˜(n) telles que, pour x1 et x2 appar-
tenant a` M , r1, r2 des re´els positifs (on note Bi = B(xi, ri)) et pour toute
fonction continue h sur M , on a
1
vol (B1 ×B2)
∫
B1×B2
(∮
γxy
h2
)
dxdy ≤
C(n)
(
1
vol B1
+
1
vol B2
)∫
M
h2(x)dx. (5)
On obtient en particulier pour r1 = r2 = r
1
vol (B1 ×B2)
∫
B1×B2
(∮
γxy
h2
)
dxdy ≤ C˜(n)
V (r)
1
vol (M)
∫
M
h2(x)dx.
Remarque 1.7 La notation V (r) de´signe le volume d’une boule ge´ode´sique
de (Sn, gcan) de rayon r. La notation B1 × B2 de´signe en re´alite´ le sous-
ensemble de mesure pleine de ce produit, constitue´ par les couples admet-
tant une unique ge´ode´sique minimisante les reliant (note´e γxy). La seconde
ine´galite´ se de´duit de la premie`re en utilisant le the´ore`me de Bishop-Gromov
(nous renvoyons a` [11] pour un e´nonce´).
En appliquant ce lemme a` la fonction |Hess f + fg| ou` f est la fonction
propre associe´e a` λ1(M) normalise´e par (2), dans le cas ou` r1 = r2 = r et
en remarquant que pour une ge´ode´sique parame´tre´e par longueur d’arc
|(f ◦ γxy)′′(t) + (f ◦ γxy)(t)|2 ≤ |Hess f + fg|2,
on de´duit de la proposition 1.4
1
vol (B1×B2)
∫
B1×B2
∫ d(x,y)
0
|(f ◦ γxy)′′(t) + (f ◦ γxy)(t)|2dtdxdy ≤ C(n) ǫ
V (r)
.
(6)
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Par conse´quent, pour des rayons r(ǫ) convenables (i.e tels que ǫ
V (r(ǫ)) soit
petit), l’ine´galite´ de Byenaime´-Tchebitchev implique l’existence de points
x, y pour lesquels f ◦ γxy ve´rifie presque la meˆme e´quation diffe´rentielle
que dans le cas de la sphe`re canonique. On peut ensuite par des me´thodes
classiques comparer f ◦ γxy a` une solution correspondante sur la sphe`re en
fixant des conditions au bord (comme l’a fait T. Colding dans [7]) a` l’aide
du lemme suivant.
Lemme 1.8 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions de´finies sur [0, l] avec l < π.
On suppose que
∫ l
0 Z
2(t)dt < ǫ2 et que v est solution de v” + v = Z avec
|v(0) − a| < η et |v(l) − b| < η. Il existe une constante positive C telle que
pour tout t dans [0, l],
|v(t) − u˜a,b(t)| < C
sin(l)
(ǫ+η)
et
|v′(t)− u˜′a,b(t)| <
C
sin(l)
(ǫ+η),
ou` u˜a,b est la solution de u”+u = 0 sur [0, l] ve´rifiant les conditions initiales
u(0) = a et u(l) = b.
On peut e´galement fixer des conditions de Cauchy.
Lemme 1.9 Soit v(t) et Z(t) deux fonctions de´finies sur [0, l] avec l ≤ π.
On suppose que
∫ l
0 Z
2(t)dt < ǫ2 et que v est solution de v” + v = Z avec
|v(0)− a| < η et |v′(0)− b| < η . Il existe une constante positive C telle que
pour tout t dans [0, l],
|v(t)− ua,b(t)| < C(ǫ+ η)
et
|v′(t)− u′a,b(t)| < C(ǫ+ η),
ou` ua,b est la solution de u”+u = 0 sur [0, l] ve´rifiant les conditions initiales
u(0) = a et u′(0) = b.
Pour controˆler les conditions initiales de l’e´quation diffe´rentielle dans le
lemme 1.9, nous aurons besoin d’une estimation due a` P. Li et S.T. Yau ([13],
voir e´galement [19], page 108) qui prouve que la norme du gradient d’une
fonction propre sur un e´le´ment de Mn , reste petit au voisinage des points
re´alisant les extre´ma de la fonction propre. Ce re´sultat ne peut de´couler
directement d’une estimation sur le hessien de la fonction propre car on
constate, en conside´rant des sphe`res rondes de rayon arbitrairement petit,
que la norme L∞ du hessien d’une fonction propre de norme 1, tend vers
l’infini.
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Proposition 1.10 ([13]) Soit (M,g) un e´le´ment de Mn et f une fonction
propre de valeur propre non nulle λ. Sous ces hypothe`ses, on a pour tout x
dans M , l’estimation
|∇f |2(x) ≤ 2λ supM f
supM f − infM f
(sup
M
f − f(x))(f(x)− inf
M
f).
2 Varie´te´s ve´rifiant la proprie´te´ Pk(η)
L’objet de cette partie est de de´montrer le
The´ore`me 2.1 Soit k dans {2, . . . , n+1}. Il existe une fonction τ(η) telle
que, pour tout e´le´ment (M,g) de Mn ve´rifiant la proprie´te´ Pk(η), on a
l’estimation
λk(M) ≤ n+ τ(η).
La de´monstration du the´ore`me 2.1 repose en partie sur l’utilisation de
fonctions cos dp pour p appartenant a` M et admettant un « presque an-
tipode » (c’est a` dire p est tel que supx∈M d(p, x) est proche de π). Nous
e´tudions de telles fonctions dans le prochain paragraphe.
2.1 Proprie´te´s des fonctions cos dp
Sur la sphe`re canonique, toute fonction (propre) cos dp est une combinai-
son line´aire d’une base de fonctions propres associe´es a` la valeur propre n.
Pre´cise´ment, si (xi)1≤i≤n+1 est une base orthonorme´e de l’espace euclidien
R
n+1 alors pour tout e´le´ment p de Sn
cos dp =
n+1∑
i=1
cos d(p, xi) cos dxi . (7)
En particulier si p appartient a` Sk−1 (en identifiant Sk−1 a` la partie de Sn
dont les n − k + 1 dernie`res coordonne´es sont nulles), seuls les p premiers
termes de la somme ci-dessus sont non tous nuls. Nous allons montrer que
la proprie´te´ (7) sur les fonctions cos dp est « stable » pour les points p ad-
mettant un presque antipode. Ce re´sultat ame´liore un lemme de´montre´ par
P. Petersen ([17], lemme 4.3).
Lemme 2.2 Il existe une fonction τ(t) tendant vers 0 avec t, telle que pour
tout nombres re´els positifs ǫ, η ve´rifiant η < ǫ et pour tout e´le´ment (M,g)
de Mn contenant deux points p, q ve´rifiant d(p, q) > π − η, alors on a
|| cos dp −
k∑
i=1
ai(p)fi||L∞ ≤ τ(η
ǫ
), (8)
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ou` k = max{i;λi(M) ≤ n + ǫ} est un entier non nul et ou` les ai(p)
sont les coefficients de Fourier de la fonction cos dp par rapport a` une base
orthogonale (fi)i≥0 de fonctions propres normalise´es par (2), c’est a` dire
ai(p) =
n+1
vol M
∫
M
cos dpfi. De plus, les coefficients ai(p) ve´rifient pour ǫ as-
sez petit
|
k∑
i=1
ai
2(p)− 1| ≤ C(n)η
ǫ
.
Preuve : Soit p comme dans l’e´nonce´. Dans la suite, on note (ai)i∈N les
coefficients de Fourier de cos dp. Une conse´quence de la formule de la coaire
et du the´ore`me de Bishop-Gromov est le
Lemme 2.3 Il existe une constante C(n) telle que pour tout e´le´ment (M,g)
de Mn , admettant deux points p et q ve´rifiant d(p, q) > π− η et pour toute
fonction u : [0, π]→ R de classe C1, on a∣∣∣∣ 1vol M
∫
M
u ◦ dp dv − 1
vol Sn
∫
Sn
u ◦ dSn(p, .) dx
∣∣∣∣ ≤ C(n)η
∫ π
0
|u′(r)|dr.
Remarque 2.4 On obtient en particulier que 1vol (M)
∫
M
cos2 dp est proche
de 1
n+1 si p admet un presque antipode.
Nous renvoyons a` [2] pour une de´monstration. En appliquant le lemme 2.3
a` u = cos2, u = sin2 et u = cos, on obtient
∣∣||∇ cos dp||2L2 − n|| cos dp||2L2∣∣ ≤ C(n)η,
|a0| =
∣∣∣∣
√
1 + n
vol (M)
∫
M
cos dp
∣∣∣∣ ≤ C(n)η.
Par conse´quent, les coefficients de Fourier de la fonction cos dp ve´rifient
+∞∑
i=1
λi ai
2||fi||2L2 ≤ n
+∞∑
i=1
ai
2||fi||2L2 + C ′(n)η.
C’est a` dire, d’apre`s la normalisation (2) des fonctions propres
+∞∑
i=1
λi ai
2 ≤ n
+∞∑
i=1
ai
2 + C ′′(n)η.
Comme λ1(M) ≥ n, on peut ne´gliger les k premiers termes, on obtient
+∞∑
i=k+1
(λi − n)ai2 ≤ C ′′(n)η.
On en de´duit par de´finition de k,
|| cos dp −
k∑
i=1
aifi||2L2 ≤ C ′′(n)
η
ǫ
(9)
9
et comme 1vol M
∫
M cos
2 dp est proche de
1
n+1 , la formule de Parseval donne
|
k∑
i=1
ai
2 − 1| ≤ C(n)η
ǫ
.
L’ine´galite´ pre´ce´dente montre en particulier que les coefficients (ai)1≤i≤k
sont borne´s, on de´duit alors de l’hypothe`se sur λk(M) et de la proposition
1.1, l’existence d’une constante D(n) telle que la fonction h = cos dp −∑k
i=1 aifi ve´rifie
||h||L∞ ≤ D(n)
et
||dh||L∞ ≤ D(n).
Or par l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz, on de´duit de (9)
||h||L1 ≤
(
C ′′(n)
η
ǫ
) 1
2
.
Soit x0 tel que |h(x0)| = ||h||L∞ et r un re´el positif, le the´ore`me des ac-
croissements finis donne(
C ′′(n)
η
ǫ
) 1
2
vol (M) ≥
∫
B(x0,r)
|h(x)|dx ≥ (||h||L∞ −D(n)r) vol (B(x0, r)).
En appliquant le the´ore`me de Bishop-Gromov, on en de´duit
(
C ′′(n)
η
ǫ
) 1
2 ≥ V (r)
V (π)
(||h||L∞ −D(n)r).
D’ou` le re´sultat en choisissant r = r(η
ǫ
) convenable. Ce qui ache`ve la preuve
du lemme 2.2. 
2.2 De´monstration du the´ore`me 2.1
Soit (M,g) un e´le´ment de Mn ve´rifiant la proprie´te´ Pk(η), en particulier
(M,g) ve´rifie
diam(M) ≥ π − η.
Sous ces hypothe`ses, le re´sultat de S.Y. Cheng cite´ dans l’introduction mon-
tre que λ1(M) est proche de n. On de´duit du lemme 2.3 une estimation
explicite.
Lemme 2.5 Il existe une constante C(n) telle que tout e´le´ment (M,g) de
Mn pour lequel diam(M) > π − η, ve´rifie l’ine´galite´
λ1(M) ≤ n+ C(n)η.
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Notons
ǫ =
√
η
et
kǫ = max {k ∈ N; λk(M) ≤ n+ ǫ}.
Par le lemme 2.5, pour η assez petit, kǫ est supe´rieure ou e´gale a` 1. Notons
(fi)1≤i≤kǫ une famille orthogonale de fonctions propres asocie´es a` λi(M) et
normalise´es par 1vol M
∫
M f
2
i =
1
n+1 . D’autre part, notons
F = V ectL2(M){f1, . . . , fkǫ}
et PF la projection orthogonale de L
2(M) sur F . Par hypothe`se sur (M,g), il
existe (x1, y1), . . . , (xk, yk) appartenant a`M
2 tels que pour tout i, j distincts
dans {1, . . . , k},
|d(xi, xj)− π
2
| ≤ η (10)
et pour tout i dans {1, . . . , k},
d(xi, yi) ≥ π − η.
Par conse´quent, d’apre`s le lemme 2.2 applique´ avec ǫ =
√
η et η, il existe
une fonction τ(η) telle que, pour tout i dans {1, . . . , k},
|| cos dxi − PF (cos dxi)||L∞ ≤ τ(η) (11)
ou` PF (cos dxi) =
∑kǫ
j=1 aj(xi)fj ve´rifie pour tout i
|
kǫ∑
j=1
a2j(xi)− 1| ≤ τ(η). (12)
En particulier, pour η assez petit et pour tout i, PF (cos dxi) n’est pas iden-
tiquement nulle. Par conse´quent si kǫ < k alors la famille (PF (cos(dxi))
k
i=1
est lie´e. Notons (bi)i∈{1,...,k} avec
∑k
i=1 b
2
i = 1, des coefficients tels que
k∑
i=1
biPF (cos dxi) = 0.
Alors (11) implique
||
k∑
i=1
bi cos dxi −
k∑
i=1
biPF (cos dxi)||L∞ ≤ k
1
2 τ(η).
C’est a` dire,
||
k∑
i=1
bi cos dxi ||L∞ ≤ k
1
2 τ(η). (13)
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Comme
∑k
i=1 b
2
i = 1, l’un des coefficients bi0 ve´rifie |bi0 | ≥ 1√k . Or l’estima-
tion (13) applique´e au point x = xi0 et l’hypothe`se (10) implique
|bi0 | ≤ τ(η)
ce qui est absurde pour η assez petit et donc kǫ ≥ k, ce qui termine la preuve
du the´ore`me 2.1.
3 Valeurs propres proches de n
L’objet de cette partie est de de´montrer la re´ciproque du the´ore`me 2.1.
The´ore`me 3.1 Il existe une fonction τ(ǫ) telle que tout e´le´ment (M,g) de
Mn pour lequel λk(M) ≤ n+ ǫ, ve´rifie la proprie´te´ Pk(τ(ǫ)).
Ce re´sultat de´coule d’une « re´ciproque » du lemme 2.2.
Proposition 3.2 Il existe des fonctions τ(ǫ) et ψ(ǫ) telles que, pour tout
e´le´ment (M,g) de Mn et toute fonction propre f sur M de valeur propre
non nulle λ ≤ n+ ǫ, normalise´e par 1vol M
∫
M f
2 = 1
n+1 , on a l’estimation
||cosdx − f ||L∞ ≤ τ(ǫ),
avec x dans M tel que f(x) = supM f . De plus, si y dans M ve´rifie f(y) =
infM f alors
d(x, y) > π − ψ(ǫ).
Nous de´montrons cette proposition dans le prochain paragraphe.
3.1 Fonctions propres associe´es a` une « petite » valeur pro-
pre
La preuve de la proposition 3.2 est une conse´quence du lemme 1.6. La
premie`re e´tape consiste a` estimer la borne supe´rieure d’une telle fonction
propre.
Lemme 3.3 Il existe une fonction τ(ǫ) ne de´pendant que de n, telle que
pour tout e´le´ment (M,g) de Mn et toute fonction propre f sur M de valeur
propre non nulle λ ≤ n+ ǫ, normalise´e par 1vol M
∫
M f
2 = 1
n+1 , on a l’esti-
mation
| sup
M
f − 1| ≤ τ(ǫ).
Preuve : Par la minoration de Lichne´rowicz de la premie`re valeur propre
non nulle, λ ve´rifie
n ≤ λ ≤ n+ ǫ .
Par choix de la normalisation de f , on a
1 ≤ 1
vol M
∫
M
f2 + |df |2 ≤ 1 + ǫ
n+ 1
. (14)
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Donc d’apre`s la proposition 1.1, il existe une fonction τ(ǫ) telle que f ve´rifie
pour tout x dans M
f2(x) + |df |2(x) ≤ 1 + τ(ǫ).
Ainsi f2 + |df |2 est majore´e par une quantite´ environ e´gale a` sa moyenne,
par conse´quent f2 + |df |2 est L1 proche de sa moyenne :
1
vol M
∫
M
|1− f2(x)− |df |2(x)| ≤ τ(ǫ).
Soit x ve´rifiant f(x) = supM f . Un corollaire du the´ore`me de Bishop-
Gromov ([11], remarque 2.8) implique l’existence de R(ǫ), τ ′(ǫ) ne de´pendant
que de n et de x˜ ve´rifiant d(x, x˜) ≤ R(ǫ), tels que
|f2(x˜) + |df |2(x˜)− 1| ≤ τ ′(ǫ).
D’apre`s la proposition 1.10,
|df |2(x˜) ≤ τ(ǫ)
d’ou`
|f(x˜)− 1| ≤ τ(ǫ),
ce qui permet de conclure pour f(x) puisque le gradient de f est borne´.

Preuve de la proposition 3.2 De l’hypothe`se sur la valeur propre, on
de´duit (proposition 1.4)
||Hess f + fg||L2 ≤ τ(ǫ).
Fixons x comme dans l’e´nonce´ et soit u dans M quelconque. En appliquant
le lemme 1.6 aux boules B(x, r(ǫ)) et B(u, r(ǫ)) avec r(ǫ) convenable, on
obtient l’existence d’une fonction τ(ǫ) telle que pour tout u dans M , il
existe u˜, x˜ dans M tels que :
- il existe une unique ge´ode´sique minimisante γ reliant x˜ a` u˜,
- d(u, u˜) ≤ r(ǫ), d(x, x˜) ≤ r(ǫ) et
∫ d(x˜,u˜)
0
|(f ◦ γ)′′(t) + (f ◦ γ)(t)|2dt ≤ τ(ǫ). (15)
Nous allons maintenant estimer les conditions initiales f ◦ γ(0) et (f ◦
γ)′(0) afin d’appliquer le lemme 1.9. Par le lemme 3.3, on a
| sup
M
f − 1| ≤ τ2(ǫ).
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Par conse´quent comme x˜ est proche de x et que le gradient de f est borne´,
on en de´duit l’existence d’une fonction τ3(ǫ) telle que
|(f ◦ γ)(0) − 1| ≤ τ3(ǫ). (16)
D’autre part, par la proposition 1.10, il existe une fonction τ4(ǫ) telle que
|∇f |(x˜) ≤ τ4(ǫ) d’ou`
|(f ◦ γ)′(0)| ≤ τ4(ǫ). (17)
Graˆce a` (15), (16) et (17), le lemme 1.9 applique´ a` f ◦ γ et cos, implique
l’existence d’une fonction τ5(ǫ) telle que pour tout t dans [0, d(x˜, u˜)],
|(f ◦ γ)(t)− cos(t)| ≤ τ5(ǫ). (18)
|(f ◦ γ)′(t) + sin(t)| ≤ τ5(ǫ). (19)
En particulier,
|f(u˜)− cos(d(x˜, u˜))| ≤ τ5(ǫ).
Donc par construction de x˜ et u˜ et comme le gradient de f est borne´, on en
de´duit l’existence d’une fonction τ6(ǫ) telle que
||f − cos d(x, .)||L∞ ≤ τ6(ǫ).
Montrons maintenant la deuxie`me partie de l’e´nonce´. Soit y ve´rifiant
f(y) = infM f et soit x˜ et y˜ comme ci-dessus.
D’apre`s (19)
|(f ◦ γ)′(d(x˜, y˜)) + sin(d(x˜, y˜))| ≤ τ5(ǫ). (20)
Comme y˜ est proche de y qui est un point re´alisant le minimum de f , on
de´duit de la proposition 1.10 aplique´e a` y˜ et de (20)
| sin(d(x˜, y˜))| ≤ τ7(ǫ).
La borne sur le gradient de f et le lemme 3.3 excluent l’hypothe`se que d(x˜, y˜)
soit proche de 0 donc les points x et y sont ne´cessairement a` distance presque
π.

3.2 De´monstration du the´ore`me 3.1
Pour cela, on prouve un re´sultat un peu plus pre´cis :
Proposition 3.4 Soit k dans {2, . . . , n + 1}. Il existe une fonction τ(ǫ)
telle que pour tout e´le´ment (M,g) de Mn ve´rifiant λk(M) ≤ n+ ǫ, il existe
(x1, y1), . . . , (xk, yk) dans M
2 tels que, pour tout i dans {1, . . . , k},
|d(xi, yi)− π| ≤ τ(ǫ),
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pour tout i, j distincts dans {1, . . . , k}
|d(xi, xj)− π
2
| ≤ τ(ǫ),
|d(xi, yj)− π
2
| ≤ τ(ǫ),
|d(yi, yj)− π
2
| ≤ τ(ǫ).
De plus, ces points ve´rifient fi(xi) = supM fi et fi(yi) = infM fi avec
(fi)1≤i≤k une famille orthogonale de fonctions propres associe´es a`
(λi(M))1≤i≤k et normalise´es par (2).
Ces couples de points correspondent dans le cas mode`le, aux couples
forme´s de k vecteurs (ei)1≤i≤k de la base canonique de Rn+1 et des k vecteurs
oppose´s (−ei)1≤i≤k.
Preuve : Soit (xi)1≤i≤k et (yi)1≤i≤k de´finis par
fi(xi) = sup
M
fi et fi(yi) = inf
M
fi,
avec les fonctions (fi)1≤i≤k de´finies comme ci-dessus. D’apre`s la proposition
3.2, pour tout i dans {1, . . . , k}, on a
d(xi, yi) > π − ψ(ǫ). (21)
Nous allons montrer l’existence d’une fonction τ(ǫ), telle que pour tout i, j
comme dans l’e´nonce´,
|d(xi, xj)− π
2
| ≤ τ(ǫ). (22)
Admettons provisoirement ce re´sultat, on en de´duit les autres estimations a`
l’aide d’un lemme sur la fonction « excess », duˆ a` K. Grove et P. Petersen.
Lemme 3.5 ([12]) Il existe une fonction τ(ǫ) telle que pour tout e´le´ment
(M,g) de Mn et pour tout p, q dans M ve´rifiant
d(p, q) ≥ π − ǫ,
on a
ep,q(M) = sup
x∈M
(d(p, x) + d(q, x)− d(p, q)) ≤ τ(ǫ).
D’apre`s ce lemme et (21), il existe une fonction τ2(ǫ), telle que pour tout i, j
distincts dans {1, . . . , k},
|d(xj , yj)− d(xi, xj)− d(xi, yj)| ≤ τ2(ǫ),
donc par (21) et (22), il existe une fonction τ3(ǫ) telle que
|d(xi, yj)− π
2
| ≤ τ3(ǫ).
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On de´duit de manie`re similaire l’estimation sur d(yi, yj).
De´montrons maintenant l’estimation (22). Fixons i, j distincts dans
{1, . . . , k}. Notons
h = fifj+ < dfi, dfj > .
Par hypothe`se sur les fonctions (fi)1≤i≤k
1
vol M
∫
M
h = 0.
Calculons la diffe´rentielle de h
dh = fjdfi + fidfj +Hess fi(∇fj , .) + Hess fj(∇fi, .),
dh = (Hess fi + fig)(∇fj , .) + (Hess fj + fjg)(∇fi, .).
Donc
|dh|2 ≤ 2 (||Hess fi + fig||2 × ||∇fj||2 + ||Hess fj + fjg||2 × ||∇fi||2) .
Or par la proposition 1.4, il existe une fonction τ4(ǫ) telle que pour tout s
dans {1, . . . , k},
||Hess fs + fsg||L2 ≤ τ4(ǫ).
Par (4), on en de´duit l’existence d’une fonction τ5(ǫ) telle que
1
vol M
∫
M
|dh|2 ≤ τ5(ǫ).
En appliquant l’ine´galite´ de Poincare´ a` la fonction h de moyenne nulle, on
obtient, puisque λ1(M) ≥ n, l’existence d’une fonction τ6(ǫ) telle que
1
vol M
∫
M
h2 ≤ τ6(ǫ).
On en de´duit alors par un corollaire du the´ore`me de Bishop-Gromov ([11],
remarque 2.8) l’existence de fonctions τ7(ǫ) et R(ǫ) telles que pour tout x
dans M , il existe x˜ tel que d(x, x˜) < R(ǫ) et
|h(x˜)| ≤ τ7(ǫ).
Pour x = xj, la proposition 1.10 implique l’existence d’une constante C
′(n)
telle que
|∇fj|(x˜j) ≤ C ′(n)R(ǫ)
puisque fj(xj) = supM fj. On en de´duit qu’il existe une fonction τ8(ǫ) telle
que
|h(x˜j)− fi(x˜j)fj(x˜j)| ≤ τ8(ǫ).
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Mais, par la proposition 3.2
|| cos dxj − fj||L∞ ≤ τ9(ǫ),
d’ou`
|fj(x˜j)− 1| ≤ C(n)R(ǫ) + τ9(ǫ).
Par conse´quent, il existe une fonction τ10(ǫ) telle que
|fi(x˜j)| ≤ τ10(ǫ).
On termine la preuve en appliquant de nouveau la proposition 3.2.

4 Proximite´ de Gromov-Hausdorff
Dans cette partie, nous montrons le
The´ore`me 4.1 Soit k dans {2, . . . , n+ 1}. Il existe une fonction τ(ǫ) telle
que tout e´le´ment (M,g) de Mn ve´rifiant λk(M) ≤ n+ ǫ, posse`de un sous-
ensemble A ⊂M presque convexe tel que dGH(A,Sk−1) ≤ τ(ǫ).
Nous renvoyons a` la proposition 4.5 pour la de´finition de la presque
convexite´. Fixons k dans {2, . . . , n + 1}. Notons F = (f1, . . . , fk) et Φ =
F√
f21+···+f2k
ou` les fonctions (fi)1≤i≤k sont les fonctions propres associe´es aux
valeurs propres (λi(M))1≤i≤k et normalise´es par (2). Sur la sphe`re canon-
ique, les fonctions coordonne´es (qui forment une base de fonctions propres
de valeur propre n) fournissent un plongement isome´trique d’une partie de
(Sn, gcan) sur S
k−1 ⊂ Rk :
{x ∈ Sn;X21 + · · ·+X2k = 1} −→ Sk−1
x 7−→ (X1, . . . ,Xk)(x)
Nous allons montrer que l’application Φ restreinte a` une partie Ak con-
venable est une τ(ǫ) approximation de Gromov-Hausdorff, c’est a` dire que
pour tout X dans Sk−1, il existe y dans Ak tel que dSk−1(X,Φ(y)) < τ(ǫ) et
pour tout x, y dans Ak, |d(x, y) − dSk−1(Φ(x),Φ(y))| < τ(ǫ) (dSk−1 de´signe
la distance induite par la me´trique canonique). Nous montrerons que pour
une fonction η(ǫ) bien choisie, Ak = {x ∈M ; |(f21 + · · ·+ f2k )(x)− 1| < η(ǫ)}
convient.
Par choix de la partie Ak et par uniforme continuite´ de la fonction arccos,
il suffit pour de´montrer le the´ore`me 4.1 de prouver l’existence d’une fonction
τ(ǫ) pour laquelle la fonction F ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
- une proprie´te´ de « τ(ǫ)-presque surjectivite´ » :
pour tout X dans Sk−1, il existe x dans Ak tel que
||F (x)−X||Rk ≤ τ(ǫ), (23)
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- une proprie´te´ de « τ(ǫ)-proximite´ me´trique » :
pour tout x, y dans Ak
| cos d(x, y)− < F (x), F (y) >Rk | ≤ τ(ǫ), (24)
ou` < ., . >Rk de´signe le produit scalaire euclidien dans R
k et ||.||Rk la norme
associe´e.
La de´monstration de (23) fait l’objet du prochain paragraphe, nous en
de´duirons (24) dans le paragraphe suivant.
4.1 De´monstration de la « presque surjectivite´ »
Soit (M,g) un e´le´ment de Mn , s un entier non nul et η un nombre re´el
positif. Soit f1, . . . , fs une famille orthogonale de fonctions propres sur M
associe´es a` (λi(M))1≤i≤s et normalise´es par (2). On note
Aηs = {x ∈M ; |f21 (x) + · · ·+ f2s (x)− 1| < η}.
Proposition 4.2 Soit k dans {1, . . . , n+ 1}. Il existe des fonctions η(ǫ) et
τ(ǫ) telles que pour tout e´le´ment (M,g) de Mn pour lequel λk(M) ≤ n+ ǫ,
l’ensemble A
η(ǫ)
k ve´rifie une proprie´te´ de τ(ǫ)-presque surjectivite´.
Preuve : La preuve repose sur une re´currence finie. Lorsque k =
1, la proposition 4.2 est une conse´quence directe de la proposition 3.2.
Fixons k dans {1, . . . , n + 1} et m dans {1, . . . , k − 1}. Dans la suite de
la de´monstration, on identifie {x ∈ Sk−1;x = (a1, . . . , am, 0, . . . , 0)} avec
S
m−1. La preuve de la proposition est une conse´quence du lemme suivant
Lemme 4.3 Supposons qu’il existe des fonctions ηm(ǫ) et ψm(ǫ) telles que
pour tout X dans Sm−1, il existe x dans Aηm(ǫ)m tel que
||(f1, . . . , fm)(x)−X||Rm ≤ ψm(ǫ)
alors il existe des fonctions ηm+1(ǫ) et ψm+1(ǫ) telles que pour tout X dans
S
m, il existe x dans A
ηm+1(ǫ)
m+1 tel que
||(f1, . . . , fm+1)(x)−X||Rm+1 ≤ ψm+1(ǫ).
De´montrons le lemme 4.3. Commenc¸ons par remarquer que pour toute
fonction η(ǫ), il existe une fonction θ(ǫ) telle que pour tout s dans {1, . . . , k−
1},
Aη(ǫ)s ⊂ Aθ(ǫ)s+1, (25)
c’est a` dire que fs+1(A
η(ǫ)
s ) est presque re´duit a` {0}. Ce re´sultat est une
conse´quence directe d’un lemme de´montre´ par P. Petersen ([17], lemme 3.3).
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Lemme 4.4 ([17]) Il existe une fonction τ(ǫ) telle que pour tout e´le´ment
(M,g) dans Mn ve´rifiant λk(M) ≤ n+ ǫ, on a pour tout x dans M
f21 (x) + · · ·+ f2k (x) ≤ 1 + τ(ǫ),
ou` (fi)1≤i≤k est une famille orthogonale de fonctions propres de M , de
valeurs propres (λi(M))1≤i≤k et normalise´es par 1vol M
∫
M f
2
i =
1
n+1 .
Soit Y = (cos s1, . . . , cos sm+1) dans S
m. Il faut distinguer les cas
| sin sm+1| < µ(ǫ) et | sin sm+1| ≥ µ(ǫ), ou` µ(ǫ) ve´rifie limǫ→0 µ(ǫ) = 0 et
sera de´fini plus loin.
Supposons | sin sm+1| < µ(ǫ). Dans ce cas, comme d(xi, xm+1) est proche
de π2 et d(xi, ym+1) est proche de
π
2 pour tout i dans {1, . . . ,m}, la propo-
sition 3.2 implique l’existence d’une fonction τ2(ǫ) telle que
||(f1, . . . , fm+1)(α) − Y ||Rm+1 ≤ τ2(ǫ),
avec α = xm+1 si sm+1 est proche de 0 et α = ym+1 sinon.
On suppose maintenant que | sin sm+1| ≥ µ(ǫ) et que sm+1 ≤ π2 . Le cas
sm+1 >
π
2 sera traite´ plus loin. On de´finit
X =
(
cos s1
sin sm+1
, . . . ,
cos sm
sin sm+1
)
∈ Sm−1.
Par hypothe`se de re´currence, il existe x0 ∈ Aηm(ǫ)m telle que
||(f1, . . . , fm)(x0)−X||Rm ≤ ψm(ǫ). (26)
D’apre`s (25), il existe une fonction θ(ǫ) telle que A
ηm(ǫ)
m ⊂ Aθ(ǫ)m+1. D’apre`s
la proposition 3.2, fm+1 est proche en norme L
∞ de cos dxm+1 donc comme
x0 appartient a` A
ηm(ǫ)
m , l’e´quation (25) implique l’existence d’une fonction
τ3(ǫ) telle que
| cos dxm+1(x0)| ≤ τ3(ǫ).
Par conse´quent, par l’ine´galite´ des accroissements finis, on a
|π
2
− dxm+1(x0)| ≤ τ3(ǫ). (27)
En appliquant le lemme 1.6 aux fonctions fi (pour i dans {1, . . . ,m +
1}) au voisinage des points x0 et xm+1, on en de´duit qu’il existe x˜0 avec
d(x˜0, x0) < r(ǫ) et x˜m+1 avec d(xm+1, x˜m+1) < r(ǫ), tels que si on note
γ l’unique ge´ode´sique minimisante reliant x˜m+1 a` x˜0 et ui = fi ◦ γ (pour
i ∈ {1, . . . ,m+ 1}) alors
∫ d(x˜0,x˜m+1)
0
|u′′i (t) + ui(t)|2dt ≤ τ4(ǫ).
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Pour i dans {1, . . . ,m}, les conditions aux bords sont
ui(0) = fi(x˜m+1) (28)
et
ui(d(x˜m+1, x˜0)) = fi(x˜0). (29)
Or, d’une part
|fi(x˜m+1)| ≤ |fi(x˜m+1)− fi(xm+1)|+ ||fi − cos dxi ||L∞ + | cos dxi(xm+1)|,
donc
|fi(x˜m+1)| ≤ C(n)r(ǫ) + τ5(ǫ) + τ6(ǫ)
et d’autre part∣∣∣∣fi(x˜0)− cos sisin sm+1
∣∣∣∣ ≤ |fi(x˜0)− fi(x0)|+
∣∣∣∣fi(x0)− cos sisin sm+1
∣∣∣∣
donc
|fi(x˜0)− cos si
sin sm+1
| ≤ C(n)r(ǫ) + ψm(ǫ).
Pour i dans {1, . . . ,m}, notons ui(t) = cos sisin sm+1 sin(t). En utilisant (27), on
en de´duit
|ui(π
2
)− ui(d(x˜m+1, x˜0))| ≤ τ3(ǫ) + 2r(ǫ)
µ(ǫ)
.
On fixe µ(ǫ) =
√
τ3(ǫ) + 2r(ǫ). D’apre`s (28) et (29), il existe une fonction
τ7(ǫ) telle que
|ui(0)− ui(0)| ≤ τ7(ǫ)
et
|ui(d(x˜m+1, x˜0))− ui(d(x˜m+1, x˜0))| ≤ τ7(ǫ).
D’apre`s (27), on peut supposer ǫ assez petit pour que l = d(x˜m+1, x˜0) ve´rifie
l’hypothe`se du lemme 1.8, par conse´quent en appliquant ce lemme aux fonc-
tions ui et ui, on obtient l’existence d’une fonction τ8(ǫ) telle que pour tout
i dans {1, . . . ,m} et pour tout t dans [0, d(x˜m+1, x˜0)]
|(fi ◦ γ)(t) − cos si
sin sm+1
sin(t)| ≤ τ8(ǫ).
La proposition 3.2 permet d’estimer fm+1, on obtient
|fm+1(γ(t))− cos t| ≤ τ5(ǫ) + r(ǫ).
En combinant ces re´sultats, on en de´duit l’existence d’une fonction τ9(ǫ)
telle que pour tout t dans [0, d(x˜m+1, x˜0)],
||(f1, . . . , fm+1)(γ(t))
−
(
(cos s1, . . . , cos sm, 0)
sin t
sin sm+1
+ (0, . . . , 0, cos t)
)
||Rm+1 ≤ τ9(ǫ). (30)
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D’ou`, comme on suppose sm+1 ≤ π2 , on obtient pour
T = min{d(x˜m+1, x˜0), sm+1}
||(f1, . . . , fm+1)(γ(T )) − (cos s1, . . . , cos sm, cos sm+1)||Rm+1
≤ τ9(ǫ) +
∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
(cos s1, . . . , cos sm, 0)
(
sinT
sin sm+1
− 1
)
+
(0, . . . , 0, 1)(cos T − cos sm+1))||Rm+1 .
Or comme par (27)
d(x˜m+1, x˜0) ≥ π
2
− τ3(ǫ)− 2r(ǫ),
la proposition est de´montre´e dans ce cas. Si sm+1 ≥ π2 , il suffit de remplacer
xm+1 par ym+1 dans tout ce qui pre´ce`de.

4.2 Proprie´te´ de « proximite´ me´trique »
Soit k dans {2, . . . , n + 1}. On conserve la notation Aη(ǫ)k pour la partie
introduite dans la proposition 4.2. Dans cette partie, nous montrons que
F = (f1, . . . , fk) ve´rifie la proprie´te´ de τ(ǫ)-proximite´ me´trique, dont nous
rappelons la de´finition :
Il existe une fonction τ(ǫ) telle que tout e´le´ment (M,g) de Mn tel que
λk(M) ≤ n+ ǫ, ve´rifie pour tout x, y dans Aη(ǫ)k
| cos d(x, y)− < F (x), F (y) >Rk | ≤ τ(ǫ), (31)
ce qui termine la preuve du the´ore`me 4.1. Nous de´montrons e´galement que
tout e´le´ment (M,g) de Mn tel que λn+1(M) ≤ n+ ǫ, ve´rifie
dGH(M,S
n) ≤ τ(ǫ). (32)
Enfin nous de´montrons que la partie A
η(ǫ)
k est « presque convexe » au sens
de la proposition ci-dessous.
Proposition 4.5 Il existe des fonctions η′(ǫ) et τ(ǫ), telles que pour tout
e´le´ment (M,g) dans Mn ve´rifiant λk(M) ≤ n+ ǫ, alors pour tout x, y dans
A
η(ǫ)
k ,
d
A
η′(ǫ)
k
(x, y) ≤ d(x, y) + τ(ǫ)
ou` d
A
η′(ǫ)
k
de´signe la distance intrinse`que de l’ouvert A
η′(ǫ)
k et η
′(ǫ) ve´rifie
η′(ǫ) ≥ η(ǫ).
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Commenc¸ons par montrer comment la de´monstration de la proprie´te´ (32)
se rame`ne a` la de´monstration que nous allons donner de la proprie´te´ (31).
Sous l’hypothe`se λn+1(M) ≤ n+ ǫ, la proposition 4.2 montre que la varie´te´
M contient une partie qui est τ(ǫ)-presque surjective sur Sn. Il suffit donc de
prouver que cette application ve´rifie la proprie´te´ de τ(ǫ)-proximite´ me´trique
pour une fonction τ(ǫ) convenable. Or d’apre`s un re´sultat de P. Petersen
([17], lemme 5.2), il existe une fonction R(ǫ) telle que
M = A
R(ǫ)
n+1 ,
avec R(ǫ) ≥ η(ǫ) (ou` η(ǫ) a e´te´ introduit dans la proposition 4.2). Pour
de´montrer la proprie´te´ (32), il suffit donc de de´montrer la proprie´te´ de prox-
imite´ me´trique (31) pour toute partie A
R(ǫ)
k avec R(ǫ) ≥ η(ǫ).
Plan de la preuve de l’estimation (31)
Dans une premie`re partie, nous de´montrons que tout point de A
R(ǫ)
k (avec
R(ǫ) ≥ η(ǫ)) admet un presque antipode dans AR(ǫ)k . Nous de´montrons
e´galement la proposition 4.5. Ensuite graˆce au lemme 2.2, nous montrons
que pour tout x, y dans A
R(ǫ)
k , cos d(x, y) est proche de
∑k
i=1 ai(x)fi(y), avec
(ai(x))i≥0, les coefficients de Fourier de cos dx. Nous montrons ensuite que
ai(x) est proche de fi(x) (il y a e´galite´ dans le cas de la sphe`re), ce qui
permet de conclure.
4.2.1 Proprie´te´s des ensembles A
R(ǫ)
k
Soit k dans {2, . . . , n+ 1} et AR(ǫ)k avec
R(ǫ) ≥ η(ǫ), (33)
fixe´.
Sur la sphe`re canonique, l’ensemble {x ∈ Sn ;X21 (x) + · · ·+X2k(x) = 1}
ou` les fonctions (Xi)1≤i≤k sont les k premie`res fonctions coordonne´es, est un
e´quateur de dimension k-1. La fonction X21 + · · ·+X2k de´finie sur Sn atteint
son maximum sur cet e´quateur, son gradient est donc nul sur cet ensemble.
Le lemme suivant est une ge´ne´ralisation de ce fait au « presque e´quateur »
A
R(ǫ)
k , dans le cas ou` la varie´te´ (M,g) admet k valeurs propres de n.
Lemme 4.6 Il existe une fonction τ(ǫ), telle que pour toute fonction θ(ǫ)
et pour tout e´le´ment (M,g) dans Mn ve´rifiant λk(M) ≤ n + ǫ, on a pour
tout x dans A
θ(ǫ)
k l’estimation
|∇(
k∑
i=1
f2i )|(x) ≤ 4(1 + θ(ǫ))(τ(ǫ) + θ(ǫ)),
avec (fi)1≤i≤k une famille orthogonale de fonctions propres associe´es a`
(λi(M))1≤i≤k et normalise´es par (2).
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Preuve : Fixons un point x0 de A
θ(ǫ)
k et conside´rons les coefficients ai =
fi(x0)√∑k
i=1 f
2
i (x0)
pour i dans {1, . . . , k}. On note f =∑ki=1 aifi. En de´veloppant
le terme |∇f |2, on obtient
|∇f |2(x) =
∑
1≤i,j≤k
aiaj < ∇fi(x),∇fj(x) > .
D’ou`, en x0
|∇f |2(x0) = 1
4
∑k
i=1 f
2
i (x0)
|∇(
k∑
i=1
f2i )(x0)|2.
Par conse´quent en appliquant la proposition 1.1 a` f au point x0, on obtient
k∑
i=1
f2i (x0) +
1
4
∑k
i=1 f
2
i (x0)
|∇(
k∑
i=1
f2i )(x0)|2 ≤ 1 + τ(ǫ).
Or x0 appartient a` A
θ(ǫ)
k entraine 1+ θ(ǫ) ≥
∑k
i=1 f
2
i (x0) ≥ 1− θ(ǫ), d’ou` le
re´sultat. 
Ce lemme permet de de´montrer que tout point deA
R(ǫ)
k admet un presque
antipode.
Lemme 4.7 Il existe une fonction δ(ǫ) (ve´rifiant limǫ→0
δ(ǫ)
ǫ
= +∞) telle
que pour tout e´le´ment (M,g) de Mn ve´rifiant λk(M) ≤ n+ ǫ et pour tout
x dans A
R(ǫ)
k , il existe y dans A
R(ǫ)
k avec
d(x, y) > π − δ(ǫ).
Preuve : Dans le cas de la sphe`re, le point antipodal d’un point X de
S
n est −X, ce qui sugge`re le « candidat » a` eˆtre un presque antipode de
x appartenant a` A
R(ǫ)
k . Soit x dans A
R(ǫ)
k , notons α = ||(f1, . . . , fk)(x)||Rk ,
l’hypothe`se x appartient a` A
R(ǫ)
k implique
(1−R(ǫ)) 12 ≤ α ≤ (1 +R(ǫ)) 12 .
Par la proposition 4.2 de presque surjectivite´, il existe y appartenant a` A
η(ǫ)
k
tel que
||(f1, . . . , fk)(y) + 1
α
(f1, . . . , fk)(x)|| ≤ τ(ǫ).
En appliquant le lemme 1.6 aux fonctions (fi)1≤i≤k, on en de´duit l’existence
de x˜ et y˜ ve´rifiant
d(x, x˜) ≤ r(ǫ), d(y, y˜) ≤ r(ǫ) (34)
23
et en notant γx˜y˜ l’unique ge´ode´sique minimisante reliant x˜ a` y˜, on a pour
tout i dans {1, . . . , k},
∫ d(x˜,y˜)
0
|(fi ◦ γ)′′(t) + (fi ◦ γ)(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ). (35)
D’autre part, par le lemme 4.6
|∇(f21 + · · ·+ f2k )|(x˜) ≤ τ ′′(ǫ). (36)
Notons ai = fi(x˜), bi = (fi ◦ γx˜y˜)′(0) et l = d(x˜, y˜). On de´duit de l’e´quation
(35) et du lemme 1.9, l’existence d’une fonction τ2(ǫ) telle que pour tout i
dans {1, . . . , k} et pour tout t dans [0, l],
|(fi ◦ γx˜y˜)(t)− (ai cos t+ bi sin t)| ≤ τ2(ǫ), (37)
|(fi ◦ γx˜y˜)′(t)− (−ai sin t+ bi cos t)| ≤ τ2(ǫ).
En appliquant l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz, on obtient a` l’aide de (36)
|
k∑
i=1
aibi| = |1
2
((
k∑
i=1
f2i ) ◦ γx˜y˜)′(0)| ≤
τ ′′(ǫ)
2
. (38)
Estimons maintenant fi(y˜) pour i dans {1, . . . , k}.
fi(y˜)+ai = (fi(y˜)−fi(y))+(fi(y)+ fi(x)α )+(− fi(x)α +fi(x))+(−fi(x)+fi(x˜)).
D’ou`, par de´finition de y et par (34)
|fi(y˜) + ai| ≤ 2C(n)r(ǫ) + τ(ǫ)
+C(n)max{−(1 +R(ǫ))− 12 + 1;−1 + (1−R(ǫ))− 12 }.
Donc, il existe une fonction τ3(ǫ) telle que pour tout i dans {1, . . . , k},
|fi(y˜) + ai| ≤ τ3(ǫ). (39)
En appliquant (37) avec t = l, on obtient
ai cos l + bi sin l = −ai + δi, (40)
avec |δi| ≤ τ3(ǫ).
En multipliant (40) par bi et en sommant par rapport a` i, on obtient
(
k∑
i=1
aibi) cos l + (
k∑
i=1
b2i ) sin l +
k∑
i=1
aibi ≤ (
k∑
i=1
b2i )
1
2 δ′.
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avec δ′ =
√∑k
i=1 δ
2
i . Or |bi| ≤ |∇fi|, donc la proposition 1.1 implique que∑k
i=1 b
2
i est borne´e par une constante C(n). D’autre part |δ′| ≤ (n+1)
1
2 τ3(ǫ),
donc on de´duit de (38) l’existence d’une fonction τ4(ǫ) telle que∣∣∣∣∣(
k∑
i=1
b2i ) sin l
∣∣∣∣∣ ≤ τ4(ǫ),
par conse´quent, soit | sin l| ≤ (τ4(ǫ)) 12 , soit
∑k
i=1 b
2
i ≤ (τ4(ǫ))
1
2 .
-Premier cas : | sin l| ≤ (τ4(ǫ)) 12 .
Comme ||(f1, . . . , fk)(x)||Rk est proche de 1, on en de´duit que (f1, . . . , fk)(x)
est presque e´gal a` −(f1, . . . , fk)(y). Le gradient des fonctions propres e´tant
borne´ (4), cela implique l’existence d’une constante C ′(n) > 0 telle que
d(x, y) > C ′(n)
et donc | sin l| ≤ (τ4(ǫ)) 12 implique que l est presque e´gal a` π.
-Deuxie`me cas :
∑k
i=1 b
2
i ≤ (τ4(ǫ))
1
2 .
Dans ce cas par (37), il existe une fonction τ5(ǫ) telle que pour tout i dans
{1, . . . , k} et pour tout t dans [0, l],
|(fi ◦ γx˜y˜)(t))− ai cos t| ≤ τ5(ǫ),
en appliquant cette formule avec t = l, on obtient par (39) que cos l est
presque e´gal a` −1, d’ou` le re´sultat.

A` l’aide d’une le´ge`re modification de la preuve ci-dessus, nous sommes
en mesure de de´montrer la proprie´te´ de « presque convexite´ » de l’ensemble
A
η(ǫ)
k (proposition 4.5).
Preuve : Le de´but de la preuve est identique a` celle du lemme 4.7. Soit
x, y dans A
η(ǫ)
k . En appliquant le lemme 1.6 aux fonctions (fi)1≤i≤k, on en
de´duit l’existence de x˜ et y˜ ve´rifiant d(x, x˜) ≤ r(ǫ), d(y, y˜) ≤ r(ǫ) tels que,
si on note γx˜y˜, l’unique ge´ode´sique minimisante reliant x˜ a` y˜, on a pour tout
i dans {1, . . . , k},∫ d(x˜,y˜)
0
|(fi ◦ γ)′′(t) + (fi ◦ γ)(t)|2dt ≤ τ ′(ǫ). (41)
Notons ai = fi(x˜), bi = (fi ◦ γx˜y˜)′(0) et l = d(x˜, y˜). On en de´duit comme
pre´cedemment (38) que pour tout t dans [0, l],
|(fi ◦ γx˜y˜)(t)) − (ai cos t+ bi sin t)| ≤ τ2(ǫ) (42)
avec
|
k∑
i=1
aibi| ≤ τ(ǫ)
2
. (43)
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Par (4), il existe une constante C(n) telle que
||∇(
k∑
i=1
f2i )||L∞ ≤ C(n).
Par conse´quent, les hypothe`ses sur x et x˜ impliquent
d(x, x˜) = d
A
η(ǫ)+C(n)r(ǫ)
k
(x, x˜),
de meˆme pour y et y˜. Notons η2(ǫ) = η(ǫ) + C(n)r(ǫ). Pour de´montrer la
proposition, il suffit donc de prouver qu’il existe des fonctions η′(ǫ) et ψ(ǫ)
telles que
d
A
η′(ǫ)
k
(x˜, y˜) ≤ d(x˜, y˜) + ψ(ǫ).
Par construction y˜ appartient a` A
η2(ǫ)
k , c’est a` dire∣∣∣∣∣
k∑
i=1
(f2i ◦ γx˜y˜)(l) − 1
∣∣∣∣∣ ≤ η2(ǫ). (44)
Par ailleurs, graˆce a` (42) et (43), il existe une fonction τ(ǫ) telle que∣∣∣∣∣
k∑
i=1
(f2i ◦ γx˜y˜)(l) −
((
k∑
i=1
a2i
)
cos2 l +
(
k∑
i=1
b2i
)
sin2 l
)∣∣∣∣∣ ≤ τ(ǫ). (45)
Or, comme ai = fi(x˜) et x˜ appartient a` A
η2(ǫ)
k , (44) et (45) impliquent
l’existence d’une fonction τ2(ǫ) telle que∣∣∣∣∣
(
1−
k∑
i=1
b2i
)
sin2 l
∣∣∣∣∣ ≤ τ2(ǫ).
Par conse´quent, soit |∑ki=1 b2i−1| ≤√τ2(ǫ), soit sin2 l ≤√τ2(ǫ). Supposons
tout d’abord que
∣∣∣∑ki=1 b2i − 1∣∣∣ ≤√τ2(ǫ). Dans ce cas, on obtient en utilisant
(42) et (43), l’existence d’une fonction τ3(ǫ) telle que pour tout t dans [0, l],∣∣∣∣∣
k∑
i=1
(f2i ◦ γx˜y˜)(t)− 1
∣∣∣∣∣ ≤ τ3(ǫ).
La proposition est de´montre´e dans ce premier cas. Supposons maintenant
que sin2 l ≤
√
τ2(ǫ). Ce qui signifie que d(x˜, y˜) est proche de 0 ou de π. Si
d(x˜, y˜) est proche de 0, c’est imme´diat. Si d(x˜, y˜) est presque e´gal a` π alors
ne´cessairement, avec les notations de la proposition 3.4, il existe i0 dans
{1, . . . , k} tel que sin2 d(xi0 , x˜) ≥
√
τ2(ǫ) et sin
2 d(xi0 , y˜) ≥
√
τ2(ǫ). Par
conse´quent, d’apre`s le premier cas, la courbe c forme´e de l’union des deux
ge´ode´siques minimisantes reliant x˜ a` un point voisin de xi0 et ce dernier
point a` y˜ est contenue dans A
τ3(ǫ)
k . Le lemme 3.5 sur la fonction « excess »
permet alors de conclure. 
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4.2.2 De´monstration de la proprie´te´ de « proximite´ me´trique »
Nous venons de montrer que tout point de A
R(ǫ)
k admet un presque an-
tipode. L’ide´e de la preuve consiste a` utiliser la proprie´te´ des fonctions cos dp
pour p admettant un presque antipode, e´tablie dans le lemme 2.2. Cepen-
dant, on ne peut pas appliquer directement le lemme 2.2 avec la fonction
δ(ǫ) introduite dans le lemme 4.7, puisqu’on voit facilement (par exemple
dans la proposition 1.4) que les fonctions τ(ǫ) utilise´es dans la preuve du
lemme 4.7 sont supe´rieures a` ǫ et donc
lim
ǫ→0
δ(ǫ)
ǫ
= +∞ (46)
Pour contourner ce proble`me, on pose
k = max{i ;λi ≤ n+
√
δ(ǫ)}.
Par (46) et pour ǫ assez petit, on a k ≥ k. D’apre`s le lemme 2.2 applique´
avec η = δ(ǫ) et
√
δ(ǫ) et le lemme 4.7, il existe une fonction τ(ǫ) telle que
pour tout x dans A
R(ǫ)
k , il existe des coefficients (αi(x))
k
i=1 pour lesquels
pour tout z dans M ,
| cos dx(z)−
k∑
i=1
αi(x)fi(z)| ≤ τ(ǫ), (47)
avec |∑ki=1 α2i (x)− 1| ≤ τ(ǫ).
Montrons que
∑k
i=1 |fi(x)− αi(x)|2 est petit.
k∑
i=1
|fi(x)− αi(x)|2 =
k∑
i=1
f2i (x) +
k∑
i=1
α2i (x)− 2
k∑
i=1
αi(x)fi(x).
Or le lemme 4.4 implique
k∑
i=1
f2i (x) ≤ 1 + τ(
√
δ(ǫ)) (48)
D’autre part, l’ine´galite´ (47) applique´e pour z = x donne
|
k∑
i=1
αi(x)fi(x)− 1| ≤ τ(ǫ).
On obtient finalement
k∑
i=1
|fi(x)− αi(x)|2 ≤ 3τ(ǫ) + τ(
√
δ(ǫ)). (49)
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En appliquant l’ine´galite´ (47) a` y dans A
R(ǫ)
k , il vient
|< F (x), F (y) >Rk − cos d(x, y)| ≤
∣∣∣∣∣∣
k∑
i=1
fi(x)fi(y)−
k∑
i=1
αi(x)fi(y)
∣∣∣∣∣∣+ τ(ǫ)
≤
∣∣∣∣∣∣
k∑
i=1
(fi(x)− αi(x)) fi(y)
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
k∑
i=k+1
fi(x)fi(y)
∣∣∣∣∣∣+ τ(ǫ).
En utilisant l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz puis (49) et (48), on obtient∣∣∣∣∣∣
k∑
i=1
(fi(x)− αi(x)) fi(y)
∣∣∣∣∣∣ ≤
((
3τ(ǫ) + τ(
√
δ(ǫ))
)(
1 + τ(
√
δ(ǫ))
)) 1
2
.
Il ne reste plus qu’a` estimer le terme |∑ki=k+1 fi(x)fi(y)|. Or pour tout
e´le´ment z de A
R(ǫ)
k , on a
k∑
i=1
f2i (z) ≥ 1−R(ǫ),
donc en utilisant de nouveau l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz et (48), on ob-
tient
|
k∑
i=k+1
fi(x)fi(y)| ≤ R(ǫ) + τ(
√
δ(ǫ)),
ce qui termine la de´monstration.
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